Université Lille 1 — UFR de Mathématiques
Licence de Mathématiques (L3, S5, année 2006-2007)

M305 (Variables Complexes)

EXAMEN DU 16 JANVIER 2007
durée : 3 heures; ni documents ni calculatrices

Toute question demande en réponse non seulement un résultat mais surtout une démonstration. Le
baréme n’est donné qu’a titre indicatif.

(3 pts) 1. Déterminer les rayons de convergence
o0
(a) de Z(—l)”e_"227”,
n=1
o0
(b) et de 2(93" + 452%™ Pour cela on commencera par se demander qui de 9% ou de
n=1
45 est le plus grand! (et on les mettra sous la forme de carrés).

1 1
+ ——. Déterminer les développements de f en série de Laurent :
z+1 242

(a) pour 0 < |z| < 1,

(4 pts) 2. Soit f(z) = %+

(b) pour 1 < |z| < 2,
(c) et pour |z| > 2.

-3
Soit C' le cercle de centre - et de rayon 1. Que vaut / f(z)dz?
C

1
(4 pts) 3. Déterminer les singularités et les résidus dans C de f(z) = . Puis

(22 —=22+2)(22+1)
> dx
trouver la valeur de / .
oo (@2 =224+ 2)(22+ 1)

0o ITX

e
2 pts) 4. T R
(2 pts) 4. Quevau /_OO$2+2$+2

ici cela a changé, c’est 2 + 2z + 2).

dx? (attention, dans I'exercice précédent il y avait 22 —2x+2,

TOURNEZ LA PAGE



(3 pts)

(3 pts)
points négatifs si

non-réponse ou
réponse fausse—

(3 pts)

Indication : considérer les fonctions g(z) =

o
1
5. Soit cph® la série de Taylor de ————— en zéro. Trouver ce que valent cg, ¢, g, C
kzok Y (2i+h)5 Z v que v 0, €1, €2, €3
dx
et ¢4. Puis, déterminer la valeur de A = .
(1+a2)°

6. Soit P(z) = 2° + 2* +—

1 1 4 1
1. établir - A / = > —

1
. Soit C' le cercle de centre zéro et de rayon —. Montrer |z* + —

10

> —
V2 14~ 56
z € C. En déduire en invoquant le théoréeme de Rouché (et en examinant P’) que P

> |25 pour

1
a exactement quatre racines distinctes vérifiant |z| < —= (et aucune sur C').

V2

1
. Soit Z 'unique racine de P avec |Z| > —. En invoquant a nouveau le théoreme de

V2

1 1
Rouché d’une maniére appropriée établir |Z]| < 1+ 7R On aura montré (1 + ﬂ)‘r) >
(1+ ! =)+ !
14 14

7. Soit H = {z | Im(z) > 0} et H = {z | Im(2) > 0}. Soit f une fonction continue sur H,
qui est de plus holomorphe sur H. On suppose |f| < 1000 sur H et |f| < 1 sur R.
Montrer : |f| <1 sur H.

f(2)
€2+ 1

- pour € > 0.
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(3 pts)

(4 pts)
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CORRIGE de ’Examen du 16 janvier 2007

1. Déterminer les rayons de convergence

(a) de op2 (~1)re 2™,

(b) et de Y00 (9°" + 45") 2 Pour cela on commencera par se demander qui de 9% ou
de 4° est le plus grand! (et on les mettra sous la forme de carrés).

. _mn2 _ 2
Corr. : Soit u, = (—1)"e™™ 2™, Pour z # 0 on a |u,| = e~ t7los(lz),
On a lim, o (—n% + Tnlog(|z])) = —oco donc lim,_,« |u,| = 0. Cela, en soit, ne garantit
pas a priori la convergence de la série Y 2 | uy, mais a posteriori si, car cela étant va-
lable pour tout z prouve que le rayon de convergence R est infini : on sait en effet que
si R est fini alors pour |z| > R le terme général u, de la série entiere n’est pas borné.
Deuxieme méthode : toujours pour z # 0 on étudie |uny1|/|un| = e 2" 12z|7. On constate
que limp,_o0 |Unt1|/|un| = 0. La série > u, est donc convergente, et ceci quel que soit z.
On conclut a nouveau que le rayon de convergence est infini.

Pour la série Y00 (93" +45)22" on commence par observer que 93" = (93)", 45" = (4°)".
Et 9% = (32)3 = (3%)2 = 27% et 4° = (2%)% = (2°)% = 322. La série en question est donc aussi
>0 (2777432222, Posons uy, = (272" +32%")22". Pour z # 0, on a |uy,| ~p—oo 32%"[2]*"
pour n — oo puisque 32 > 27. Par conséquent lim,_,~o % = 3222/, Cette limite est
> 1si|z| > 3% et la série est alors divergente. La limite est < 1 si |z| < 3% et la série est
donc convergente. En conclusion le rayon de convergence est 3—12

2. Soit f(z) = % + Z—}rl + ﬁ Déterminer les développements de f en série de Laurent :
(a) pour 0 < |z| < 1,
(b) pour 1 < |z| < 2,
(¢c) et pour |z| > 2.

Soit C' le cercle de centre =2 et de rayon 1. Que vaut Jo f o f(z)dz?

N[

Corr. : Pour 0 < |z| <1 on a 1+Lz =Y o (=Dk2F et 2—1k = % L = L5 o(—1)kzk 2k =
)

T+
S0 o (=1)F2F /251 Done f(z) = 1 4+ 3722 o(=1)F(1 4+ 27%71)2%, qui est le développement
demandé.

A < 1 . 111
Pour 1 < |z] < 2, on a le méme développement de —45 als par contre 5 = o=

IS o (=1)Fzmk = 30 (— )k TRl = 31 (=1)FF12E Le développement de Laurent
,1 k
est done Yoy, (—1)M T+ 24370, 2k+)1 2",




(4 pts)

(2 pts)

Pour |z| > 2 on aura ﬁ = Zli_ = I3 (m1)k2kh = S (— )ka —1 ce qui

donne Y, -, (=1)*127F12k Done f(2) = 3o (=) (1427 1)k + 3 pour [2] > 2.
Le cercle C' entoure une fois dans le sens positif les singularités en —1 et en —2. On a
Rés(f,—l) = lim,,_1(z + 1)f(2) = 1 et Rés(f,—2) = lim,,_2(z + 2)f(z) = 1. Donc
Jo f(z)dz = 2mi(1 4+ 1) = 4mi.

3. Déterminer les singularités et les résidus dans C de f(z) = Puis trouver

la valeur de [ MW'

1
(22—22+42)(22+1) "

Corr. : 22 —22+2 = (2—-1)24+1 = (2 =1 —4)(z — 1 +i). Les singularités sont donc

z1=1+414,20=1—14,23 =iet z4 = —i. On a Rés(f, 21) = Res(ié%jﬁ%,zl) = %22%2 =
e = hm = P = T+ T BUR(f2) = Re(UEE) 2) = Sk =
—2%+1—L2i _ _41 - = 31 + % Par ailleurs Rés(f, z3) = (i2_§i+2)2ii = 4J}2i = % — %i. Et
Rés(f,21) = e = = 7w = 5 + 100

Soit yg, pour R > 3 (de sorte que R2 —2R —2 > 3R —-2R—2= R —2 > 0) , le contour
[—R, R| U Cg, parcouru dans le sens direct, avec C'g le demi-cercle de rayon R, de centre
0, dans le demi-plan supérieur. Par le théoreme des résidus fj;; )dz + fc z)dz =
2mi(Rés(f, z1) + Rés(f, z3)) = 2mi(—245i) = Z. Et
1

<
= ”R(m R-yme -1y Rl

f(z)dz

Cr

L’intégrale demandée est limpg oo fjg f(2)dz et vaut donc 2.

’L‘rr:r

e - ?
x2+21‘+2 dx

4. Que vaut [%

Corr. : Ona 22 +22+2=(2+1)2+1=(2+1—14)(z+1+1). Soit yg, pour R > 3 (de
sorte que R2—2R—2 > 3R—2R—2= R—2 > 0), le contour [~ R, R]UCR, parcouru dans
le sens direct, avec Cr le demi-cercle de rayon R, de centre 0, dans le demi-plan supérieur.
Par le théoreme des résidus on a

+R eiﬂ'(D einz eiwz
R = 2miRés( 14
/R 22+ 2z + 2 x+/CR22+2Z+2 2= RES( o D

e*lﬂ' s
= 2 ] _— = — -
m <2(—1 i) +2> e

Par ailleurs, dans le demi-plan supérieur on a |[e"™*| < 1 donc

eiﬂz J 1
2| < TR —R 0o 0
/CRZ2+2z+2 Z‘—” RE—2R—2

L’intégrale demandée vaut donc —mwe™".



(3 pts) 5. Soit Y32, cxh” la série de Taylor de o +h)

et ¢4. Puis, déterminer la valeur de A = [

en zéro. Trouver ce que valent cg, cq, c2, c3
dz
o7 (1+a?)s

Corr. : On a ici une série binomiale de Newton, m = (20)7°(1 — i)™, c’est-a-dire :

h 5.6 hy 5:6-7T, hyg 5-6-7-8 hy
—— |14+ 5i- + —(i= — —(i—=
32( o+ 3) 6 Ug) t o )
. 1 592 15 35 3 35 4
= 32< 2h 4h h h >
Donc ¢y = —33, 61 654, co = i11258, c3 = 23556 et ¢y = 123556
Posons f(z) = ((F=u + 75 Dans le demi-plan supérieur I'unique singularité est en z = ¢. Sur

le demi-cercle Cy de rayon R > 1 dans le demi-plan supérieur on a |f(z)| < (R? —1)75.
Donc ‘fCR f(2) dz‘ < TR(R? —1)7® tend vers 0 pour R — oo. La valeur de A est donc
2mi Rés(f, ). Pour déterminer ce résidu, posons z = i+h. Alors 22 +1 = 2ih+h? = h(2i+h)

et la série de Laurent de f(z) au point i est h=> Y32 cxh¥. Le résidu est donc cq = —ig.
Ainsi

_ 357

128

(3 pts) 6. Soit P(2) = 2° + 2 + L.
points négatifs si
L Ll fs <8 Y < e >
2. Soit C le cercle de centre zéro et de rayon T Montrer |24 + 4| > 12 > [25] pour
z € C. En déduire en invoquant le théoréme de Rouché (et en examinant P’') que P
a exactement quatre racines distinctes vérifiant |z| < % (et aucune sur C).

3. Soit Z 'unique racine de P avec |Z| > \/_ En mvoquant a nouveau le théoreme de

Rouché d'une maniere appropriée établir |Z| < 1+ & 7- On aura montré (1 + 5 4) >
I+ )+ &

Corr.:4f<ég — 14 </2-10 < 196 < 200. Et {*/ﬁ<% = 14<(7)4:%.

Et 2>l — 16> 125.
5 2
ﬁ 1 1 1 1

Pour|z|zﬁona]z4+ﬁ|2(%)4—ﬁzz—ﬁ:%.Sur@ona]zﬂ—

<
1 \/_ 56
donc par le théoreme de Rouché (z* + &) + 2° a exactement autant de racines a l'intérieur
de C (et aucune sur C) que z* + ﬁ, ¢est-a-dire 4, puisque 1471/4 < % De plus P'(z) =
524 + 423 = 23(52 + 4) n’a pas pas racine commune avec P & l'intérieur de C (—% est a
Iextérieur et 0 n’est pas racine de P). Les racines sont donc distinctes.

1 1 14 1v4 | 1 1\4 1y4 4 1
Ona (14 ;)= 0+3)0+ )" = 0+ )"+ 50+ )" > 1+ 1p* + 13- Donc
25| > |2 + ;| sur le cercle centré en l'origine et de rayon 1+ 7. Par le théoreme de
Rouché P a autant de racines a I'intérieur de ce cercle que z°, c’est-a-dire 5. C’est donc

que la cinquieme racine Z de P vérifie |Z] < 1+ ;.



(3 pts)

Rem. : On a P(—1) = & > 0 et lim,._ P(z) = —oc, donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires il existe une racine réelle zo de P dans | — oo, —1[. Cette racine est donc Z
qui est ainsi réel et < —1. Donc —1 — ﬁ < Z < -1

7. Soit H = {z | Im(z) > 0} et H = {2 | Im(z) > 0}. Soit f une fonction continue sur H,
qui est de plus holomorphe sur H. On suppose |f| <1000 sur H et |f| <1 sur R.
Montrer : |f| <1 sur H.

Indication : considérer les fonctions g(z) = % pour € > 0.

Corr. : Soit € > 0 et soit g(z) = % La fonction g est continue sur H et holomorphe sur

H. Le module |ez + i| est la distance de ez & —i et est donc > 1 pour z € R (ou méme
z € H). Donc |g(z)] < 1 pour z € R. Lorsque z est dans le demi-plan supérieur et tel

que €|z| —1 > 0, c’est-a-dire si |z] > e~ ! alors |g(2)] < €|1Z0‘0_01. Soit zp quelconque dans le

demi-plan supérieur H, et soit R plus grand que |zo| et plus grand que e~'. Alors le contour
formé par le segment [—R,+R] et le demi-cercle de rayon R dans le demi-plan supérieur
contient zg a l'intérieur. Par le principe du maximum |g(zp)| est majoré par le supremum
de |g| sur le bord qui est < max(1, 23%). En faisant tendre R vers I'infini on obtient donc
lg(20)| < 1. Donc pour tout z dans H on a |f(2)| < |ez + i|. Il suffit alors de faire tendre €

vers zéro pour obtenir |f(z)| < 1.



